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Abstrak

pendekatsa?]ato";il se[nakm banyak per'masalahan pada kehidupan sehari-hari yang memerlukan
altematifmeto% emaSI dalam pepyelesanapnya. Pendekatan optimasi sendiri menyediakan banyak
v, yang dapat .(.ilplhh sesuai dengan karakteristik permasalahan yang akan diselesaikan.
Modiksan d?bmt?;?lahan riil menggunakan pendekatan optimasi akan melibatkan model matematis.
Soois garigs . uavdigunakan akan menentukan pada koridor teknik optimasi mana kita akan bekerja.
ol aneh ?'Sa.r, permasalahan dalam teknik optimasi dapat berupa permasalahan (pemrograman)
o nlinier. Sebenarnya lgedua kelompok permasalahan ini masih memberikan ruang cukup
prox gN glatan riset yang bertujuan untuk merancang konsep atau metode penyelesaian yang lebih

s amun pemrograman nonlinier menyisakan area yang lebih luas, mengingat model-model
nonl.mfer sermglfali memiliki bentuk yang lebih kompleks dan dinamis. Klas-klas pemrograman
nonhmeg‘ dapat ditentukan dari bentuk fungsi tujuan/obyektif, dari karakteristik fungsi tujuan/obyektif,
atau dari keberadaan dan bentuk fungsi-fungsi pembatasnya. Salah satu subklas dalam permasalahan
pemrograman nonlinier adalah masalah pemrograman kuadratik dengan fungsi obyektif.yang
berbentuk fungsi konveks. Dalam kesempatan penelitian ini dirancang sebuah algoritma penyelesaian
permasalahan pemrograman kuadratik dengan memanfaatkan metode interior-point dengan dipadukan
penggunaan fungsi adaptive barrier yang bertujuan untuk membatasi pergerakan nilai optimal yang
dihasilkan pada setiap iterasinya. Sedangkan metode interior-point sendiri memberikan jaminan bahwa
nilai-nilai optimal yang dihasilkan akan selalu berasal dari daerah layak.

Kata kunci: teknik optimasi, pemrograman nonlinier, pemrograman kuadratik, metode interior-point,
fungsi adaptive barrier.

1. Pendahuluan
Permasalahan numerik terdiri dari permasalahan linier dan non linier. Pada permasalahan

linier semua variabel pembentuk fungsi obyektifnya berbentuk linier, sedangkan pada permasalahan

nonlinier variabel pembentuk fungsi obyektifnya berbentuk nonlinier.
Salah satu bentuk permasalahan optimasi nonlinier adalah permasalahan pemrograman
kuadratik. Dan kami akan menggunakan permasalahan pemrograman kua.dratik 'ini sebagai studi kasus
elitian ini. Ada dua jenis permasalahan pemrograman kuadratik, yaitu dengan pembatas
pen ; dan tanpa pembatas (unconstrained). Untuk menyederhanakan permasalahan, maka akan
(L:onsrramed) ?n k vl::iriablcs agar bentuk-bentuk pertidaksamaan dapat dipandang sebagai bentuk
i gunakunssla.c itu digun;kan permasalahan pemrograman kuadratik yang mempunyai matriks
f{er:;j?naitmicd:lg"i‘ positif, sehingga permasalahan memiliki berbentuk fungsi konveks (sehingga
dai-,ax mcmpunyai solusi yang Unik)' )
n Terhadap Permasalahan Pemrograman Kuadratik
kan adalah pemrograman kuadratik dengan fungsi obyektif

2. Tinjaua
dapat bentuk-bentuk suku kuadratik dan fungsi pembatas

Pemrograman kt_xa
berbentuk nonlinier, dim
berbentuk linier. la akan dimanfaatkan dua bentuk dasar pemrograman kuadratik, yaitu

ka;; p:ui dual merupakan representasi permasalahan jika ditinjau dari “sudut
en

dratik yang diguna
ana di dalamnya ter

Selain itu diguna
bentuk primal dan dual.



‘la himpunan tersebut dapat
3 | apablla hlmp
akan optima

pandang kolom”. Dan sebuah himpunan solusi dlkat|ahan pentuk dual.

berlaku pada permasalahan bentuk primal dan permasa
2.1.  Bentuk dasar pemrograman kuadratik .
Bentuk dasar pemrograman kuadratik bentuk primal dan dual adalah :
* Bentuk Primal :
Minimasi f(x) = ¥4 xTQx + c¢Tx
Subjectto g(x)=Ax-b (2.1)
* Bentuk Dual:
Maksimasi f(x) = - ¥4 xTQx + bTy
Subject to g(x) =c+ Qx - ATy —z (2.2)
2.2. Konveksitas fungsi obyektif

i iliki
Uji konveksitas dilakukan untuk memastikan bahw? permasablahl?t? fnk];a u}?irgrlllveksitass"ilg;
himpunan solusi yang unik. Selain pengujian analitis melalui fungsi o ye da}llal,l fangsi kuadratik)
dapat memanfaatkan matriks Q. Suatu fungsi obyektif (dalam hal ini a iks Q dapat dilakukan
merupakan fungsi konveks jika matrik Q semidefinit positif. Pengujian matriks P
dengan 2 cara : 1. xTQx >0

2. nilai eigen(Q) >= 0, nilai eigen dapat diperoleh dari perhitungan det(AI - Q) = 0 Contoh :
det(Al-Q) =0
det(A[105011-[2 1;12]) =0
A2-4x+3=0
Al=3,02=1(1>0)
Maka matriks Q adalah semidefinit positif.
2.3. Kondisi optimal

Kodisi optimal dari penyelesaian permasalahan pemrograman kuadratik akan tercapai apabila
memenuhi kondisi Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

Kondisi KKT merupakan generalisasi dari metode Lagrang
bentuk primal permasalahan pemrograman kuadratik:

L(x, p) = cTx + % xTQx - p(Ax — b) (2.3)

e multiplier yang diaplikasikan untuk

umum pe
kuadratik itu sendiri. permasalahan pemrograman
Formulasi umum Lagrange multiplier ang d
R g Plier yang ditulis dengan mengkaitkan variabe] dya] seperti

) gz s >!€M permasalahan nonlipje
kuadratik) akan memiliki solusi optimal, yaity apabi
merupakan turunan pertama dari Persamaan umym Lag

OL/ox >0

r (khususnya Pe€rmasalahan pemrograman

ila memenuh; kondisi KK o
range (2.4), T. Kondisi KKT
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C+Qx-pA>0

atau jika ditambahkan variabel surplus akan menjadi
C+Qx-pA-z=90
X [O0L/6x] =0
X(c+Qx-pAT)=0
OL/op <0
Ax-b=0
w[OL/ou] =0
H(Ax-b)=0

x>0

p=0

Dari 2 persamaan awal, untuk i ilai
Sehi - » Untuk menyederhanakannya dengan memberikan nilai x = 0 atau z = 0.
be= gl%igl?aksrid;)slm Iilk(T terpenuhi jika Tz = 0. Dari persamaan 3 dan 4, digunakan pertimbangan Ax —
°J = a persamaan yang dj —b+v= i isi
yang digunakan adalah. yang digunakan adalah Ax — b + v = 0. Jadi persamaan kondisi KKT

C+XQ-puAT+z=0
Ax-b=90
XTz=0 (2.5)

berk Selat}jutnya Variab?l B akan diganti dengan variabel dual y (karena Lagrange multipler
Crkesesuaian dengan variabel dual y). Sehingga persamaan kondisi KKT yang digunakan menjadi :

c+Qx—ATy+z=90
Ax-b=0
xz=0(x,z)> 0 (2.6)

Contoh : Dari contoh persamaan fungsi obyektif dan pembatas primal-dual di atas, setelah
ditambahkan variabel slack, maka diperoleh :

A=5/12-11000 Q= 210000
52 10100 1120000
-1 00010 000000
0 10001 0100000
000000
000000
c=(-30 b= 3§/12
-30 3912
0 5
0 5
0
0
0001 2.7501 16.4999 5.4 4.9999]

x =[2/5 0.
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y =[-256/25 -10 -1/15 -746/25]'
z=[0.0001 0.0002 256/25 10 1/15 746/25]

sehingga kita dapat membuktikan bahwa :

c+xTQ-yA+z=0

Ax-b=0
xTz=0
x>0,z>0

Sehingga persamaan di atas memenuhi kondisi KKT.

; i ier
3. Aplikasi Metode Interior-Point Dengan Fungsi Adaptif Barri ' .
naan-persamaan yang digunakan p ada perhitungan pencarian

Pada bagian ini akan dibahas persai :
nilai optimal dari permasalahan pemrograman kuadratlk.

3.1. Fungsi Adaptif Barrier

Fungsi barrier digunakan untuk membatasi perg
daerah kelayakan.

Bentuk umum fungsi barrier adalah:

erakan fungsi obyektif agar tidak keluar dari

B(x,y,n) = lagrange function + barrier term
=cTx + 1/2xTQx - p T log x —yT(Ax = b) (3.1)
Bentuk persamaan fungsi barrier klasik adalah:
B(x,y,n) = fungsi lagrange + barrier term
=cTx + 12xTQx - p Z log x —yT(Ax -b) (3.2)
dengan p adalah parameter barrier.

Pada metode barrier klasik, fungsi barrier diminimasi melalui penurunan p konvergen menuju 0.
Bentuk persamaan fungsi adaptif barrier adalah :

B(x,y,n) = fungsi lagrange + barrier term
=cTx + 1/2xTQx - p Z xn log x — yT(Ax — b) 3.3

Jika salah satu pembatas Z aijxj = bi mempunyai semua koefisien aij positif, maka X xni = 1.
Metode adaptive barrier dijalankan dengan menggunakan iterasi selanjutnya untuk meminimumkan
B(x,y,p) dengan pembatas Ax = b. Karena f(x) konveks dan - p X xn log x strictly convex, maka nilai
minimum terdefinisikan dengan unik dan x > 0. Pada metode adaptive barrier nilaj parame;er barrier p
tetap konstan, perubahan fungsi barrier dilakukan dengan konvergensi variabel penalti.

Untuk perhitungan selanjutnya variabel penalti xn dilambangkan de i
persamaan fungsi adaptive barrier menjadi : & ngan pe. Sehingga

B(x,y,n) = cTx + 1/2XTQx - n T pe log x — yT(Ax — b) 3.4)
Turunan pertama dari persamaan di atas:
Op/ox=c+Qx-ppex-1 e~ ATy

OB/0y = b — Ax

Pemadanan dengan kondisi KKT, maka diperoleh :
c+Qx—ppex-le-ATy=0

Ax-b=0

xz = 0 (karena p pe x-1 =z, maka xz = i pe) (3.5)
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3.2. Metode interior point
Langkah-langkah dalam aplikasi metode Interior-Point :
* Penentuan move direction

Setiap variabel yang digunakan pada persamaan fungsi barrier ditambah dengan move direction
a), sehingga menjadi :

(x +AX), (y + Ay),dan (z + Az)
Hasil penurunan fungsi barriernya menjadi :
AXx = (Z+XQ) -1 (XAT Ay+(pepe-XZe))
Ay = -(A(Z+XQ) -1 A(Z+XQ) -1 (pepe-XZe)
Az=Q Ax -AT Ay (3.6)
* Penentuan steplength multiplier

Steplength multiplier diperlukan untuk menjaga agar nilai (x,z) tetap positif, karena merupakan
variabel slack.

Steplength multiplier ditentukan dengan menggunakan persamaan :
ox = B[max{1,- Ax /x}] -1
0z = B[max{1,- Az /z}]-1 (3.7)
Rentang nilai  antara 0 dan I 0x = ay = az=a = min(ax , az ).
* Update variabel x, y,dan z
Variabel x, y, dan z yang digunakan pada perhitungan selanjutnya adalah :
X=X+ Aax
y=y+Aay
z=y+Aaz (3.8)
3.3. Penentuan nilai optimal
1. Menghitung nilai fungsi obyektif primal (ZP) dan dual (ZD) yang baru:
ZP =cTx + 2 xTQx
ZD =bTy - "% xTQx (3.9)
2. Menghitung gap . .
gap = (ZP — ZD) / n (dihitung di awal iterasi)
gap_li=(ZPi-1-2ZD i-1)

i=(ZPi-ZDi) (3.10) Ll e
gap_le ( - 5 § < g ol menghitung nilai pe yang baru & iterasi dilanjutkan.
Jika [gapl — gap_ 4

Perhitungan nilai pe yang baru dilakukan dengan tiga cara

« pe = 0.005*pe

e pe=(x1 *7)/(n*n)

epe=[(x1 *2)/(p * n)] * 0.005. et
selain itu untuk membatasi waktu lf;)mputaSI, m
(mana yang terlebih dahulu tercapat).

ditetapkan jumlah_iterasi = 200 atau gap <= 10-6
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4, Contoh Hasil dan Analisis Perhitungan Numeris

i ca di ch :
Dengan menggunakan contoh kasus di atas, maka diperoleh i
A=[5/12-11000;5/210100;-100010,010

Q=[210000;120000:0000005000000;000000;000000]
¢=[-30-30000 0]

b=[35/1235/25 5]

X =[2/50.0001 2.7501 16.4999 5.4 4.9999]

y =[-256/25 -10 -1/15 -746/25]

z=[0.0001 0.0002 256/25 10 1/15 746/25]"

pe=[0.20.20.1 0.1 0.2 0.2]

Hasil iterasi terakhir untuk setiap faktor pengali pe :

Tabel 4.1 Trerasi terakbir wop s seliap faktor pen g'.'!‘li pe

skisrpemgofge [ | X IF 20
=000z |17 [300000 | 500 | 225000
50000
©=005%pe |12 [ 300000 | 2000 | 225000
500020
£2 = 0.0 "pe 13 [ 500050 | 225008 | 235000
300020
2 =055pg M| 30000 | 225000 | Zann
300020
12 =0fipg N7 | SO00R0 | 2E5000 | 23
508000

Dari rangkaian uji coba | diperoleh gambaran bahwa kelima variabel penalti melalui fomulasi
pe yang menggunakan [faktor_pengali] dapat menyelesakan ketiga jenis soa] dengan baik, Dimana
nilai optimal yang dihasilkan adalah sama. Namun perbedaannya adalah dari jumlah iteraéi Iterasi
minimal dihasilkan oleh [faktor_pengali] 0.05 atau 0.005. '

Dari uji coba pertama inj dapat disimpulkan bahwa nilaj [f: i ;
akan menyebabkan Jjumlah iterasi semakin banyak, Hal inj dika[reil;tl(zgﬁpffglg(?:r] l})’::ga;e]mil:n Eee::rr
akan menyebabkan pengurangan variabel penalti P€ yang lebih lambat pada setiap jt e .
barrier term akan lebih Jama menuju ke nol. P licrasinya, Sehingga

Sedangkan [faktor _pengali] yang semakin kecil menunj i : ;
gan jumlah variabe] y banyak, ada kecenderungan jumlah it:rlgsl:'ksl;?rr:ar{: tbﬁngkm;ak Son Luads soall
sc?derhana atau soal dengan jumlah variabe| x yang banyak, Jjumlah itel“iy .l ;_’hentarg pada soal
disebabkan nilaj [faktor_pengali] yang kecil akan menghasilkan nilaj . St?b”' .Hal !
iterasinya). Akibatnya nilaj steplength tidak terkurangi secara signifikan Seﬁ? yang kecil (di setiap

Y> dan z akan sangat besar atay fluktuatif. Dap dam ; INgga ‘lompatan’ nilaj x,
memperoleh nilai optimal, Paknya adalah diperlukan banyak iterasi untuk
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Grafik perjal s 57
Perjalanan nilai optima] pada setiap iterasi adalah sebagai berikut :
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Konsepsi fungsi adaptive barrier adalah i
. ! ah perubahan variabe] enalti terjadi di :
g:?ﬁlberjz.alanbsecgra otomatis. Bf:rbed'a halpya dengan fungsi barfier ktl;;?]?agf aL dalam.bamer term
ngsi sebagai faktor pengali dari barrier term dan perubahannya diatt;r l;nina e B
oleh pengguna. Bukan

hanya variabel pe yang mempengaruhi i
_ perubahan variabe] i
dan z juga harus berpengaruh terhadap perubahan nilaiep: : l);,agag 2- etapi sebaliknya variabel X, ¥
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Tabel 4.2, Irerast terablur ymnyk selisp formlasi pe
Farmulaai pa It | x . SR 1
| =00 {21 SO0 |20 | -2
300000
pe= (X2t 1| 500000 | 280 | -0
300050
= (w0005 | 13 | 30000 | 22605 | 226000
300050

[faktorpad;“i‘”C]Ob:.kedua di'gu.n.akan_3 .formulasi pe sekaligus. Yaitu formulasi pe yang menggunakan
formulgsi i : (dimana dipilih nilai [faktor_pengali] optimal berdasarkan uji coba pertama),
o pe yang menggpnakan perubahan nilai x dan z, dan formulasi pe yang menggabungkan
eduanya ([faktor_pengali] serta x dan z). Rangkaian uji coba kedua menunjukkan hasil bahwa
: formulas.l Pe pertama yang menggunakan [faktor_pengali] ternyata menghasilkan iterasi lebih sedikit.
Qan hasil uji coba formulasi pe kedua justru menunjukkan jumlah iterasi yang lebih besar. Hal ini
dlsebal?kan pada setiap iterasi, nilai pe dipengaruhi oleh nilai x dan z. Nilai y pada setiap iterasi
menunJUI-(k'cfn_penurunan nilai hingga menuju 0, sedangkan nilai x menjadi lebih besar hingga
mencapai nilai optimal. Sehingga penurunan nilai pe pada sctiap iterasi menjadi lebih lambat . Oleh
karena itu untuk menyiasati fenomena di atas, maka dilakukan penggabungan kedua formulasi pe. Dan
ternyata hasil yang diperoleh dapat mendekati hasil yang diperoleh melalui formulasi pe yang pertama,
dan persyaratan adaptive barrier tetap dapat terpenuhi, yaitu:
* Nilai pe dan variabel keputusan harus saling bergantung/berpengaruh selama
proses komputasi berlangsung;

* Proses perubahan/pengurana nilai pe terjadi di dalam barrier term. Grafik perjalanan nilai

optimal pada setiap iterasinya adalah sebagai berikut:
Wamwickl 1'uvabalaer Miml ¥oregui Otk P

u T L) 2 &
povemd
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- R A
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Uji Pembandingan nilai variabe] k
: eputusan x| i
penyelesaian pe{masalahal'l pemrograman kuadratik menggudna;kaﬁzm C;ptc;mal ol i
a. Primal-dual interior-point dengan fungsi adaptive barri:ro .

b. Penerapan jaringan saraf tiruan pada penyelesaian per

kuadratik masalahan pemrograman
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3 et bl e g o 5T
X optimal dongan Adaptve K optimal dsngan Pensrapan
Barrier dan Inksrior-Point Jatingan Sasaf Tiruan

% = 300000 0z

X = 300000 I

HERT K] %= 354

¥ = 000000 RN

% = 1000000 =0

4 = 000050 B

Dari tabe] dj atas dapat disimpulkan bahwa penyelesaian permasalahan pemrograman kuadratik
menggunakan metode primal-dual interior point dengan fungsi adaptive barrier menghasilkan nilai
yang sama dengan metode JST, dan memerlukan iterasi yang lebih sedikit/banyak.

5. Kesimpulan

1. Algoritma interjor point dengan fungsi adaptif barrier dapat digunakan untuk menyelesaikan
Permasalahan pemrograman kuadratik, dengan hasil solusi yang sama atau mendekati solusi
algoritma lain yang dijadikan pembanding pada penelitian ini.

ilai » yang nilainya harus memenuhi
batasan dan Syarat yang ditentukan (agar solusi optimal dapat diperoleh) memunculkan
kesulitan tersendiri dan menjadi kelemahan dari aplikasi ini.

. Besar kecilnya nilai variabel penalti pada barrier term tidak berpengaruh terhadap hasil
optimal dari aplikasi, namun dapat memberikan perbedaan terhadap jumlah iterasi. Jumlah
iterasi minimal dapat dicapai melalui penetapan nilai [faktor _pengali] sebesar 0.05 atau
0.00s5.

. Bentuk dan ketentuan dasar barrier term yang tidak terlalu spesifik pada fungsi adaptive
barrier memberikan peluang cukup besar bagi perancangan bentuk variabel penalti dan
barrier term yang lain.

5. Esensi dari fungsi adaptive barrier adalah peran barrier dijalankan oleh barrier term dan nilaj
barrier term yang harus tereduksi seiring dengan berjalannya proses iterasi, akan dilakukan
oleh variabel penalti yang terletak di dalam barrier term. Dan perubahan variabel penalti
akan dipengaruhi oleh variabel-variabel x dan z.
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